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Àêòó à ë ü í î ñòü òåìû. Ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòî-
òû (ÔÀÏ, phase locked loops � PLL) øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ðàäèîòåõ-
íèêå è êîìïüþòåðíîé àðõèòåêòóðå. Ïåðâàÿ ñèñòåìà ÔÀÏ áûëà èçîáðåòå-
íà â 1930-õ ãîäàõ ôðàíöóçñêèì èíæåíåðîì Àíðè äå Áåëëèñöèç. Ïåðâîå
øèðîêîå ïðèìåíåíèå ñèñòåìû ÔÀÏ ïîëó÷èëè â ñèñòåìå ïåðåäà÷è òåëåâè-
çèîííîãî ñèãíàëà. Â äåâÿíîñòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ýòè ñèñòåìû ñòàëè
ïðèìåíÿòüñÿ â ìíîãîïðîöåññîðíûõ êëàñòåðàõ ïðè ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêå
èíôîðìàöèè è êàê ñèíòåçàòîðû ÷àñòîò â êîìïüþòåðíîé àðõèòåêòóðå. Òà-
êîå ïðèìåíåíèå ñèñòåì ÔÀÏ äëÿ ñèíõðîíèçàöèè òàêòîâûõ ãåíåðàòîðîâ è
ñèíòåçà ÷àñòîò èìïóëüñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîòðåáîâàëî íîâîãî, áî-
ëåå îáùåãî ïîäõîäà ê ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñèñòåì ÔÀÏ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÔÀÏ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ,
îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì èçó÷åíèÿ òàêèõ ñèñòåì â ñîâðåìåííîé èíæåíåð-
íîé ëèòåðàòóðå ÿâëÿåòñÿ àíàëèç óïðîùåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé. Ñòðîãèé
íåëèíåéíûé àíàëèç ñèñòåìû ÔÀÏ è ðàçëè÷íûõ åå ìîäèôèêàöèé ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ÔÀÏ â ïðîñòðàíñòâå ñèãíàëîâ
ÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, î÷åíü òðóäîåìêèì èç-çà íåëèíåéíîñòè ýëåìåíòîâ
ÔÀÏ è âûñîêèõ ÷àñòîò ðàññìàòðèâàåìûõ ñèãíàëîâ: îáû÷íî øàã ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, êîòîðûé äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû îò÷åòëèâî íà-
áëþäàòü äèíàìèêó íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ÔÀÏ, äåëàåò òðóäíûì íàáëþ-
äåíèå çà äèíàìèêîé âñåé ñèñòåìû. Ïðîâåäåíèå ìîäåëèðîâàíèÿ â ÷àñòîòíî-
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü ýòè òðóäíîñòè, íî òðåáóåò ïî-
ñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé ÔÀÏ è ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ïåðåõîäà
ê íèì.

Öåë ü ð à á îòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä, ìàòåìàòè÷åñêîå
îáîñíîâàíèå è èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñèñòåì ÔÀÏ äëÿ ðàçëè÷-
íûõ êëàññîâ ñèãíàëîâ, ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì ÔÀÏ ñ êâàäðàòîðîì è äâóõ-
ôàçíûõ ñèñòåì ÔÀÏ, à òàêæå ÷èñëåííûé àíàëèç óêàçàííûõ ñèñòåì.

Ìåòî äû è ñ ñ ë å ä î â à í è ÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå
ìåòîäû àíàëèçà âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé, ìåòîä óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-
Áîãîëþáîâà è ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ð å ç ó ë üòàòû, âûí î ñ èìû å í à ç àùèòó.

• Âûâåäåíû íåëèíåéíûå ìîäåëè ñèñòåì ÔÀÏ äëÿ êóñî÷íî-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ñèãíàëîâ;

• Âûâåäåíû íåëèíåéíûå ìîäåëè ñèñòåì ÔÀÏ ñ êâàäðàòîðîì äëÿ
êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ñèãíàëîâ;

• Ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñèñòåì ÔÀÏ â ÷àñòîòíî-
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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Äî ñòî â å ð í î ñòü ð å ç ó ë üòàòî â. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå
íà çàùèòó, ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçàíû. Êðîìå òîãî, äîñòîâåðíîñòü ðå-
çóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåò ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

Íàó ÷ í à ÿ í î â è ç í à. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â
äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïð à êòè÷ å ñ ê à ÿ ö å í í î ñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëü-
òàòû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâûõ äåòåêòîðîâ è ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ìîäèôèêàöèé ñèñòåì ÔÀÏ, ïîç-
âîëÿþò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è îïðå-
äåëÿòü âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì, òàêèå êàê âðåìÿ óäåðæàíèÿ, âðåìÿ
çàõâàòà, îáëàñòü óäåðæàíèÿ, îáëàñòü çàõâàòà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàçðàáîòêè ñèñòåì ÔÀÏ è èõ àíàëèç.

Àïð î á à ö è ÿ ð à á îòû. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü
íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ International Congress on Ultra Modern
Telecommunications and Control Systems and Workshops (St.Petersburg,
Russia � 2012), IEEE 4th International Conference on Nonlinear Science and
Complexity (Budapest, Hungary � 2012), 9th International Conference on
Informatics in Control, Automation and Robotics (Rome, Italy � 2012), 5-
àÿ ðîññèéñêàÿ ÌóëüòèÊîíôåðåíöèÿ ïî Ïðîáëåìàì Óïðàâëåíèÿ (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ � 2012), International conference Dynamical Systems
and Applications (Kiev, Ukrane � 2012), XII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ¿ (Ìîñêâà, Ðîñ-
ñèÿ � 2012), IEEE 10-th International Symposium on Signals, Circuits and
Systems (Iasi, Romania � 2011), 8th International Conference on Informatics in
Control, Automation and Robotics (Noordwijkerhout, The Netherlands � 2011),
4th IFAC Workshop on Periodic Control System (Antalya, Turkey � 2010),
International Workshop �Mathematical and Numerical Modeling in Science and
Technology� (Jyv�askyla, Finland � 2010); íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ïðèêëàäíîé
êèáåðíåòèêè ÑÏáÃÓ è ñåìèíàðàõ ôàêóëüòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëî-
ãèé (Jyv�askyla, Finland).

Íà ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïîëîæèòåëüíûå
çàêëþ÷åíèÿ îò ïðîôèëüíûõ ìåæäóíàðîäíûõ êîìïàíèé, ïî ðåçóëüòàòàì êî-
òîðûõ áûëè îôîðìëåíû ïàòåíòû [9-10] è ñâèäåòåëüñòâà îá èíòåëëåêòóëàëü-
íîé ñîáñòâåííîñòè [11-12].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãîñóäàðñòâåííûìè êîíòðàêòàìè â ðàìêàõ ÔÖÏ
�Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009-
2013 ãîäû

Ïó á ë è ê à ö è è. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû â
19 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå: 8 ïóáëèêàöèé [1 � 8], îïóáëèêîâàííûõ
â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ; 2 ïàòåíòà è 2 ñâèäåòåëüñòâà íà
ïðîãðàììó ÝÂÌ.
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Â ðàáîòàõ [2,6,8,18] ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îöåí-
êà èíòåãðàëüíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ñëàãàåìûõ è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå,
äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæàò ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì.

Â ðàáîòàõ [1,4,5,14] ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷, ôîð-
ìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò îöåíêà èí-
òåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé.

Â ðàáîòå [13] ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è àíàëèç ñè-
ñòåìû Êîñòàñà, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò àíàëèç ñèñòåìû ÔÀÏ.

Â ðàáîòàõ [9,10] ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìó-
ëà ïàòåíòà, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò îïèñàíèå ïàòåíòà.

Â ðàáîòå [11,12] ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðî-
ãðàììíûé êîä îñíîâíîãî àëãîðèòìà, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò ïðîãðàìì-
íûé êîä èíòåðôåéñîâ è ââîäà-âûâîäà.

Â ðàáîòå [7,19] ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷, âûâîä è
àíàëèç äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò âûâîä õàðàêòåðè-
ñòèê ôàçîâîãî äåòåêòîðà.

Â ðàáîòå [3] ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ïîñòðîåíèå
ïðîãðàììíîé ìîäåëè, äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâà-
íèå.

Îá ú åì è ñòð ó êòó ð à ä è ñ ñ å ðòàö è è. Äèññåðòàöèîííàÿ ðà-
áîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, ñïèñêà ëè-
òåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 101 íàèìåíîâàíèå, èçëîæåíà íà 75 ñòðàíèöàõ ìà-
øèíîïèñíîãî òåêñòà è ñîäåðæèò 70 ðèñóíêîâ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ èñòîðèÿ ñèñòåì ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè (ÔÀÏ)
è ìåòîäîâ èõ èññëåäîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåí îáçîð ëèòåðàòóðû, îáîñíîâûâàþò-
ñÿ àêòóàëüíîñòü è íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèè, ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è,
ðåøàåìûå â äèññåðòàöèè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñõåìó ÔÀÏ íà óðîâíå ýëåêòðîííîé ðåàëèçàöèè, Ðèñ. 1.

ФНЧ

ПГ

ЭГ

Ðèñ. 1. Ñèñòåìû ÔÀÏ íà óðîâíå ýëåêòðîííîé ðåàëèçàöèè

Ñõåìà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ áëîêîâ: ïåðåìíîæèòåëü, ôèëüòð íèçêèõ
÷àñòîò (ÔÍ×) è óïðàâëÿåìûé ïîäñòðàèâàåìûé ãåíåðàòîð (ÏÃ). Ñèãíàëû
ñ ïîäñòðàèâàåìîãî è ýòàëîííîãî ãåíåðàòîðîâ ïîñòóïàþò íà ïåðåìíîæèòåëü
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(⊗) � íåëèíåéíûé ýëåìåíò, âûõîä êîòîðîãî, ïðîõîäÿ ÷åðåç ôèëüòð íèç-
êèõ ÷àñòîò, ôîðìèðóåò óïðàâëÿþùèé ñèãíàë ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà.
Ðàáîòà ÔÀÏ çàêëþ÷àåòñÿ â àâòîìàòè÷åñêîé ïîäñòðîéêå ôàçû (÷àñòîòû)
ñèãíàëà óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà ê ôàçå (÷àñòîòå) ñèãíàëà ýòàëîííîãî ãå-
íåðàòîðà (ÝÃ).

Ðàññìîòðèì ïðîõîæäåíèå ïðîèçâåäåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé
÷åðåç ëèíåéíûé ôèëüòð (Ðèñ. 2). Çäåñü f 1

(
θ1(t)

)
è f 2

(
θ2(t)

)
� âûñîêî-

g(t)f 1(θ1(t))f 2(θ2(t))
ФНЧ

f 2(θ2(t))

f 1(θ1(t))

Ðèñ. 2. Ïåðåìíîæèòåëü è ôèëüòð

÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ (ñèãíàëû ýòàëîííîãî è ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòî-
ðîâ ñîîòâåòñòâåííî), g(t) � âûõîä ôèëüòðà. Ôóíêöèè f 1,2(θ) ÿâëÿþòñÿ
2π-ïåðèîäè÷åñêèìè êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûìè. θ1(t), θ2(t) � ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè, ïðîèçâîäíûå (÷àñòîòû) êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿ-
þò íåðàâåíñòâàì

θ̇p(τ) ≥ ωmin >> 1, p = 1, 2, (1)

ãäå ωmin � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îòìåòèì, ÷òî â ñîâðåìåííûõ
óñòðîéñòâàõ ÷àñòîòû ãåíåðàòîðîâ ìîãóò äîñòèãàòü äåñÿòêîâ ãèãàãåðö.

Ðàññìîòðèì áëîê-ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà Ðèñ. 3.

G(t)φ(θ1(t)-θ2(t))
ФНЧ

θ2(t)

θ1(t)
ФД

Ðèñ. 3. Ôàçîâûé äåòåêòîð è ôèëüòð

Çäåñü ÔÄ � íåëèíåéíûé áëîê ñ âûõîäîì ϕ
(
θ1(t)− θ2(t)

)
, à õàðàêòå-

ðèñòèêè è íà÷àëüíûå äàííûå ôèëüòðîâ íà Ðèñ. 2 è Ðèñ. 3 ñîâïàäàþò.
Îïðåäåëåíèå. Ñõåìû íà Ðèñ. 2 è Ðèñ. 3 íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå
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âðåìåíè [0, T ] âûïîëíåíî

G(t)− g(t) = O(δ), δ = δ(ωmin), ∀t ∈ [0, T ], (2)

ãäå δ(ωmin)→ 0, ïðè ωmin →∞.
Ðàññìîòðåíèå àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ñõåì ïîçâîëÿåò ïåðåõî-

äèòü îò àíàëèçà ìîäåëåé ÔÀÏ íà óðîâíå ýëåêòðîííîé ðåàëèçàöèè ê àíàëèçó
ìîäåëåé ÔÀÏ â ÷àñòîòíî-ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (Ðèñ. 4)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

g(t)

f 1(θ1(t))f 2(θ2(t))

f 2(θ2(t))

f 1(θ1(t))
ФНЧ

ПГ

ЭГ ФНЧ

ПГ

ЭГ

G(t)

φ(θ1(t)-θ2(t))

θ2(t)

θ1(t)
ФД

g(t) G(t)

Ðèñ. 4. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîäåëåé ÔÀÏ íà óðîâíå ýëåê-
òðîííîé ðåàëèçàöèè è â ÷àñòîòíî-ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì íà Ðèñ. 2 è Ðèñ. 3 áûëà ïîêàçàíà A. Âèòåðáè
áåç ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ äëÿ ñèíóñîèäàëüíûõ ñèãíàëîâ.
Â ðàáîòàõ Ã.À. Ëåîíîâà è Ñ.Ì. Ñåëåäæè (2005) ïðèâåäåíû ñòðîãèå óñëîâèÿ
âûñîêî÷àñòîòíîñòè è äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì íà
Ðèñ. 2 è Ðèñ. 3 äëÿ ñèãíàëîâ âèäà sin(θ) è sign(sin(θ)).

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè
ôàçîâîãî äåòåêòîðà, òàê ÷òîáû ñõåìû íà Ðèñ. 2 è Ðèñ. 3 áûëè àñèìïòîòè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòû.

2. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

f p(θ) =
ap0
2

+
∞∑
i=1

(
api cos(iθ) + bpi sin(iθ)

)
,

ap0 =
1

π

π∫
−π

f p(x)dx,

api =
1

π

π∫
−π

f p(x) cos(ix)dx, bpi =
1

π

π∫
−π

f p(x) sin(ix)dx, i ∈ N.

(3)
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Ñîîòíîøåíèå ìåæäó âõîäîì ξ(t) è âûõîäîì ψ(t) ôèëüòðà èìååò âèä

ψ(t) = α0(t) +

t∫
0

γ(t− τ)ξ(τ)dτ, (4)

ãäå α0(t) � ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ ôóíêöèÿ, ëèíåéíî çàâèñÿùàÿ îò
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ôèëüòðà â ìîìåíò t = 0, γ(t) � èìïóëüñíàÿ ïåðå-
õîäíàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíîãî ôèëüòðà. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî γ(t) �
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé. Òîãäà, ñîãëàñíî
(4) ôóíêöèÿ g(t) èìååò âèä

g(t) = α0(t) +

t∫
0

γ(t− τ)f 1
(
θ1(τ)

)
f 2
(
θ2(τ)

)
dτ. (5)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàçíîñòü ÷àñòîò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà
ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè∣∣θ̇1(τ)− θ̇2(τ)

∣∣ ≤ ∆ω, ∀τ ∈ [0, T ], (6)

ãäå ∆ω � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê [0, T ] íà íåáîëüøèå èíòåðâàëû äëèíîé δ

δ =
1√
ωmin

. (7)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

|θ̇p(τ)− θ̇p(t)| ≤ ∆Ω, p = 1, 2, |t− τ | ≤ δ, ∀τ, t ∈ [0, T ], (8)

ãäå êîíñòàíòà ∆Ω íå çàâèñèò îò t è τ . Èç ñîîòíîøåíèé (8) è (7) ñëåäóåò, ÷òî
íà ìàëûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ôóíêöèÿ θ̇p(t) ÿâëÿåòñÿ �ïî÷òè êîíñòàíòîé�.

Èç îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé γ(t) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàí-
òû C, òàêîé ÷òî

|γ(τ)− γ(t)| ≤ Cδ, |t− τ | ≤ δ, ∀τ, t ∈ [0, T ]. (9)

3. Äîêàçàíà òåîðåìà, ïîêàçûâàþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñèñòåì íà Ðèñ. 2 è Ðèñ. 3.

Òåîðåìà 1 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1), (3), (6) � (9), òî ñèñòåìà íà
Ðèñ. 2 àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå íà Ðèñ. 3, ãäå

ϕ(θ) =
a10a

2
0

4
+

1

2

∞∑
l=1

(
(a1l a

2
l + b1l b

2
l ) cos(lθ) + (a1l b

2
l − b1l a2l ) sin(lθ)

)
. (10)



9

4. Õàðàêòåðèñòèêè ÔÄ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñèãíàëîâ.

Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâîãî äåòåêòîðà
äëÿ îñíîâíûõ êëàññîâ ñèãíàëîâ, ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå.

ñèãíàëû, f 1,2(θ) õàðàêòåðèñòèêà, ϕ(θ)
f 1,2(θ) = sin(θ) ϕ(θ) = 1

2 cos(θ)
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 0  2  4  6  8  10  12  14
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-0.5

 0
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 1
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f 1,2(θ) = sign(sin(θ))
ϕ(θ) =

8
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 cos

(
(2n− 1)θ

)
-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14
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-0.5

 0

 0.5

 1
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f 1,2(θ) = 8
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 cos

(
(2n− 1)θ

) ϕ(θ) =

32
π4

∞∑
n=1

1
(2n−1)4 cos

(
(2n− 1)θ

)
-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14
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 0
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 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

f 1,2(θ) = − 2
π

∞∑
n=1

1
n sin

(
nθ
)

ϕ(θ) = 2
π2

∞∑
n=1

1
n2 cos

(
nθ
)
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 0
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 1

 0  2  4  6  8  10  12  14
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 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

f 1(θ) = sin(θ), f 2(θ) = sign sin(θ) ϕ(θ) = 2
π cos(θ)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

f 1(θ) = 8
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 cos

(
(2n− 1)θ

)
,

f 2(θ) = sin(θ) ϕ(θ) = 4
π2 sin(θ)

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14
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-0.5

 0

 0.5

 1
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f 1(θ) = − 2
π

∞∑
n=1

1
n sin

(
nθ
)

f 2(θ) = sign sin(θ) ϕ(θ) = − 4
π2

∞∑
n=1

cos((2n−1)θ)
(2n−1)2

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

f 1(θ) = − 2
π

∞∑
n=1

1
n sin

(
nθ
)

f 2(θ) = 8
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 cos

(
(2n− 1)θ

)
ϕ(θ) = − 8

π3

∞∑
n=1

sin((2n−1)θ)
(2n−1)3

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

f 1(θ) = 8
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 cos

(
(2n− 1)θ

)
f 2(θ) = sign sin(θ) ϕ(θ) = 16

π3

∞∑
n=1

sin((2n−1)θ)
(2n−1)3

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

-1

-0.5

 0

 0.5

 1
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5. Õàðàêòåðèñòèêà ôàçîâîãî äåòåêòîðà ñèñòåìû ÔÀÏ ñ êâàä-

ðàòîðîì

Ðàññìîòðèì áëîê-ñõåìó ñïåöèàëüíîé ñõåìû ÔÀÏ ñ êâàäðàòîðîì íà
óðîâíå ýëåêòðîííîé ðåàëèçàöèè, Ðèñ. 5.

квадратор

ФНЧ

m(t)f 1(θ1(t))
ПГ

фильтр1

g(t)

f s(θ1(t))

(f 1(θ1(t)))2

f 2(θ2(t))

f s(θ1(t))f 2(θ2(t))

Ðèñ. 5. Ñèñòåìà ÔÀÏ ñ êâàäðàòîðîì íà óðîâíå ýëåêòðîííîé ðåàëèçàöèè

Ñõåìà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ áëîêîâ: ïåðåìíîæèòåëü, ôèëüòð íèçêèõ
÷àñòîò (ÔÍ×), êâàäðàòîð è óïðàâëÿåìûé ïîäñòðàèâàåìûé ãåíåðàòîð (ÏÃ).
Çäåñü m(t) = ±1 � ïåðåäàâàåìûå äàííûå, à f 1(t) = f 1(θ1(t)) � ñèãíàë ýòà-
ëîííîãî ãåíåðàòîðà (íåñóùåé). ÏÃ ãåíåðèðóåò êîëåáàíèÿ f 2(t) = f 2(θ2(t)).
Áëîê êâàäðàòîðà óìíîæàåò âõîäÿùèé ñèãíàë íà ñåáÿ

f s(θ1(t)) = m(t)f 1(θ1(t))m(t)f 1(θ1(t)) = f 1(θ1(t))f 1(θ1(t)), (11)
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à ñëåäóþùèé çà íèì ôèëüòð óáèðàåò ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Òàêèì
îáðàçîì, ñèãíàë äàííûõ m(t) íå âëèÿåò íà èçìåíåíèå ÷àñòîòû ïîäñòðà-
èâàåìîãî ãåíåðàòîðà. Ñèãíàëû ñ ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà è ôèëüòðà
(ôèëüòð1) ïîñòóïàþò íà ïåðåìíîæèòåëü, âûõîä êîòîðîãî, ïðîõîäÿ ÷åðåç
ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò, ôîðìèðóåò óïðàâëÿþùèé ñèãíàë ïîäñòðàèâàåìî-
ãî ãåíåðàòîðà. Ðàáîòà ÔÀÏ ñ êâàäðàòîðîì çàêëþ÷àåòñÿ â àâòîìàòè÷åñêîé
ïîäñòðîéêå ôàçû (÷àñòîòû) ñèãíàëà óïðàâëÿåìîãî ãåíåðàòîðà ê ôàçå (÷à-
ñòîòå) ñèãíàëà ïîñòóïàþùåãî íà ïåðåìíîæèòåëü ïîñëå ôèëüòðà (ôèëüòð1).

Ðàññìîòðèì ïðîõîæäåíèå ïðîèçâåäåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé
÷åðåç ëèíåéíûé ôèëüòð (ñì. áëîê-ñõåìó íà Ðèñ. 6)

квадратор

s s

2

ФНЧ

m(t)

фильтр1
g(t)

Ðèñ. 6. Cèñòåìà ÔÀÏ ñ êâàäðàòîðîì íà óðîâíå ýëåêòðîííîé ðåàëèçàöèè

Ïóñòü g(t) âûõîä ÔÍ×. Òîãäà, ñîãëàñíî (4) èìååì

g(t)=α0(t) +
∫ t
0 γ(t− τ)f s

(
θ1(τ)

)
f 2
(
θ2(τ)

)
dτ. (12)

Òåîðåìà 2 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1), (3), (6) � (9), òî ñõåìà íà
Ðèñ. 6 àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñõåìå íà Ðèñ. 3, ãäå

ϕ(θ) = 1
2

∞∑
l=1

(
(A1

l a
2
l +B1

l b
2
l ) cos(lθ) + (A1

l b
2
l −B1

l a
2
l ) sin(lθ)

)
,

A1
l = 1

2

∞∑
m=1

(
a1m(a1m+l + a1m−l) + b1m(bm+k + b1m−k)

)
B1
l = 1

2

∞∑
m=1

(
a1m(b1m+l − b1m−l)− b1m(am+k + a1m−k)

)
.

(13)
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6. Õàðàêòåðèñòèêè ÔÄ äëÿ ÔÀÏ ñ êâàäðàòîðîì äëÿ òèïîâûõ

êëàññîâ ñèãíàëîâ.
ñèãíàëû, f 1,2(θ) õàðàêòåðèñòèêà, ϕ(θ)
f 1(θ) = sin(θ),
f 2(θ) = sin(2θ), ϕ(θ) = −1

4 sin(2θ)
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f 1(θ) = 8
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 cos

(
(2n− 1)θ

)
,

f 2(θ) = 8
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 cos

(
(4n− 2)θ

)
,

ϕ(θ) =

16
π4

∞∑
n=1

4
(4n−2)4 cos

(
(4n− 2)θ

)
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f 1,2(θ) = − 2
π

∞∑
n=1

1
n sin

(
nθ
)
, ϕ(θ) = − 4

π3

∞∑
n=1

1
n3 sin

(
nθ
)
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f 1(θ) = sin(θ),
f 2(θ) = sign sin(2θ), ϕ(θ) = − 1

π sin(2θ)
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f 1(θ) = 8
π2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 cos

(
(2n− 1)θ

)
f 2(θ) = sin(2θ), ϕ(θ) = − 8

π2 sin(2θ)

-1

-0.5

0

0.5

1

0 2 4 6 8 10 12 14
-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14

7. Âûâîä äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèâåäåí âûâîä äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñèñòåì ÔÀÏ íà
óðîâíå ýëåêòðîííîé ðåàëèçàöèè è â ÷àñòîòíî-ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ ìà-
òåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíûé ôèëüòð îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= Ax+ bξ(t), ψ(t) = c∗x, (14)
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ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä (4), ãäå

γ(t− τ) = c∗eA(t−τ)b, α0(t) = c∗eAtx0. (15)

Çäåñü ξ(t) è ψ(t) � ñîîòâåòñòâåííî âõîä è âûõîä ôèëüòðà. Çàêîí èçìåíåíèÿ
÷àñòîòû ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ëèíåéíûì

θ̇2 = ω2
free + Lc∗x(t), (16)

ãäå ω2
free � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ïîäñòðàèâàåìîãî ãåíåðàòîðà. Òîãäà äëÿ

ñèñòåìû íà Ðèñ. 1 ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = Ax+ bf 1(θ1(t))f 2(θ2(t)),

θ̇2 = ω2
free + Lc∗x.

(17)

Îòñþäà, ïîëàãàÿ ÷àñòîòó ýòàëîííîãî ãåíåðàòîðà ïîñòîÿííîé θ̇1(t) ≡ ω1 è
ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

θ(t) = θ2(t)− ω1t, (18)

ïîëó÷àåì
ẋ = Ax+ bf 1(ω1t)f 2(θ + ω1t),

θ̇ = ω2
free − ω1 + Lc∗x.

(19)

Èñïîëüçóþÿ òåîðåìó îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì íà Ðèñ. 2 è
Ðèñ. 3 è ìåòîä óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà ìîæíî ïåðåéòè ê àíàëèçó
áîëåå ïðîñòîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = Ax+ bϕ(θ),

θ̇ = ω2
free − ω1 + Lc∗x,

(20)

ãäå ϕ(θ) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôàçîâîãî äåòåêòîðà. Çäåñü
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû õîðîøî ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå
ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ñè-
ñòåìû ÔÀÏ ñ êâàäðàòîðîì.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ñèñòåì ÔÀÏ â íà óðîâíå ýëåêòðîííîé ðåàëèçàöèè è â ÷àñòîòíî-ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèãíàëû �òðåóãîëüíûé� è �ïèëà�. Äëÿ
ôîðìû ñèãíàëà �ïèëà� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èìåþò âèä

f 1(θ) =
2

π

∞∑
i=1

1

i
sin(iθ), a1i = 0, b1i =

2

iπ
. (21)
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�Òðåóãîëüíûé� ñèãíàë èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

f 2(θ) =
8

π2

∞∑
i=1

1

(2i− 1)2
cos((2i− 1)θ), a22i−1 =

8

(2i− 1)2π2
,

a22i = 0, b2i = 0, i ∈ N.
(22)

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ â ÷àñòîòíî-ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå è ïðîñòðàíñòâå ñèãíàëîâ.

Ðåàëèçàöèÿ ìîäåëåé â Ìàòëàá (÷àñòîòà ÏÃ � 99Ãö; ÷àñòîòà ÝÃ �
100Ãö; ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ôèëüòðà � 1

1+s); óñèëåíèå íà âõîäå ÏÃ � 10;
ïðîìåæóòîê âðåìåíè � 20 ñ; M = 10.

Фильтр

1

s+1

ФД

In1

In2
Out1

ПГ

In1Out1

Scope
Интегратор

1

s

Частота ЭГ

100

Ðèñ. 7. Ìîäåëü â ÷àñòîòíî-ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
0.3 ñ

Фильтр

1

s+1

In1Out1

ScopeПроизведение
Треуг. сигнал

Interpreted

MATLAB Fcn

Интегратор

1

s

Частота ЭГ

100

ПГ

Ðèñ. 8. Ìîäåëü â ïðîñòðàíñòâå ñèãíàëîâ. Âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ 30 ñ

Ìîäåëèðîâàíèå â ÷àñòîòíî-ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îêàçàëîñü çäåñü â
ñòî ðàç áûñòðåå. Äàííûé ïîäõîä ïðåäñòàâëåí â ïàòåíòå [9].

ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ñòàòüè â æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.
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